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Quantitative Isotope Enrichment in Thermal Diffusion Separation Column 

In applying the theory of the thermal diffusion separation column with containers at both 
ends to quantitative isotope enrichment, the volume of the column has not yet been exactly 
accounted for. A formula is derived which describes the effective volume as a function of the 
characteristic values of the enrichment apparatus. An iteration method for calculation of the 
effective volume is presented. The theoretical values are compared with experimental results in 
the case of time dependent enrichment of two isotopes (13CH4, 14CH4) and three different ways 
of enrichment. Agreement within the experimental limits of error of ± 6% was found. 

1. Einleitung 

Die Entwicklung des Thermodiffusionstrennroh-
res durch Clusius und Dickel [1, 2] 1938 führte zu 
einem bedeutenden Fortschritt bei der Isotopen-
trennung. In den letzten Jahren wurde das Pro-
blem der quantitativen Anreicherung, besonders in 
bezug auf die Anreicherung von 14C zur Erweiterung 
der Grenzen der 14C-Altersbestimmung, von ver-
schiedenen Autoren [3 — 13] wieder aufgenommen. 
Die wesentliche Schwierigkeit liegt dabei in der ex-
perimentellen Bestimmung oder Berechnung des 
Anreicherungsfaktors mit genügender Genauigkeit. 

Die Theorie der Thermodiffusion [14, 15] liefert 
den Trennfaktor im Endgleichgewicht als Funktion 
der charakteristischen Größen eines Trennrohres. 
Jedoch werden diese Werte i. allg. experimentell 
nicht erreicht und lassen sich nur schwer repro-
duzieren [7, 16—18]. 

Deshalb wurden Methoden entwickelt, die An-
reicherung mittels eines Leitisotops zu bestimmen 
[11 — 13]. Wir dagegen versuchten die Anreicherung 
mittels der Trennrohrtheorie zu berechnen. Nach-
dem wir uns anfangs auf den Bereich beschränkten, 
in dem die Konzentration linear mit der Zeit an-
steigt [3], wurde die Anreicherung in unserer vor-
hergehenden Arbeit [7] auf den nichtlinearen Be-
reich ausgedehnt. Dazu wurde eine Theorie ent-
wickelt, die den Anreicherungsfaktor als Funktion 
der Zeit im gesamten Bereich beschreibt und Kri-
terien für die Dimensionierung einer Trennanlage 
liefert. Noch nicht befriedigend gelöst wurde dabei 
die Berücksichtigung des Trennrohrvolumens, das 
gegen die Volumina der Endbehälter nicht vernach-
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lässigt werden kann, wie es noch in [15] gemacht 
wird. Der Grund liegt darin, daß der für die An-
reicherungszeit entscheidende Anfangstransport 
proportional zum Rohrquerschnitt ist und der 
Trennfaktor exponentiell von der Rohrlänge ab-
hängt. Bisher haben wir uns mit einer einfachen 
Näherung, die auch in [13] gemacht wird, begnügt 
[7]. Da dies jedoch für die quantitative Anreiche-
rung nicht ausreicht, soll das Trennrohrvolumen 
exakt berücksichtigt und die Berechnung experi-
mentell überprüft werden. 

2. Theorie 
2a) Der Anreicherungsfaktor 

In unserer vorhergehenden Arbeit [7] haben wir 
ausgehend von der Theorie des Trennrohres mit 
zwei endseitigen Behältern [15] eine Formel für die 
quantitative Anreicherung im Sammelbehälter Ab 
entwickelt. 

Ah(t) 
Cb(0 n(qe— 1) 

(1 — e-t! T ) + 1 Co n + qe 

mit der charakteristischen Zeit T 

_ Qb Pb + kqtt VTT n(qe — 1) 
T a * n + qe 

und dem Massenverhältnis n 
QtVt 

(1) 

(2) 

(3a) 
Qb Fb + K QTT VTT 

(t Zeit, Cb(t), Co Molenbruch der anzureichernden 
Komponente zur Zeit t und t = 0, qe Trennfaktor 
im Endgleichgewicht [7], QT, QB, QTT Dichte im Vor-
rats*, Sammelbehälter und im Trennrohr, Ft, Fb, 
VTT Volumen von Vorrats-, Sammelbehälter und 
Trennrohr, k Reduktionsfaktor, ra* Anfangstrans-
port in g/sec). 
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Differenziert man (1) und entwickelt in eine 
Reihe, so ergibt sich, daß die Anreicherung für 
t T linear mit der Zeit ansteigt. 

t< T, 
d.4 
dT 

= m = 
Ta' 

PB I'B + K QTT I'Tr 
(4) 

Für 1T erhält man die Anreicherung im End-
gleichgewicht 4̂be • 

t> T, Ax>e = qe(n+l)l(qe + n). (5) 

Setzt man (4) und (5) in (1) ein, so ergibt sich: 

Mb — 1) = Mbe — 1) (1 — e~tlT) • (6) 

Der Zusammenhang zwischen der Anreicherung im 
Sammelbehälter ^4b(0 und der im Vorratsbehälter 
At{t) = Ct(£)/co ergibt sich aus dem Massenerhal-
tungsgesetz : 

CO(£b F b + QTT FT r + Qt ^t) 
= Cb (T) (Qb Vb + K QTT FTR) 

+ et (0 et Ft. (7) 

Durch Umformung und Beachtung der Definitionen 
von Ab{t), At(t) und n (3a) ergibt sich: 

Qb Vb + @Tr Vir 
Ab(t) = n + 

Qb VH + K QTT VTT 
-nAt[t) (8a) 

Betrachten wir die mittlere Anreicherung im 
Trennrohr und Sammelbehälter Ä (t) = c(t)/co und 
die mittlere Anreicherung im Trennrohr ohne Ver-
wendung eines Sammelbehälters (Fb = 0) ^Tr(0 = 
CTr(0/co so ergeben sich aus (7) mit k = 1 Beziehun-
gen zur Anreicherung im Vorratsbehälter ^4t(0-

mit 

mit 

Ä{t) = n + 1 — nAt{t) 

n = Qt VtÜQb Vb + (?Tr J7Tr), 
ÄTT (<) = WT r + 1 — nTTAt{t) 

nTr — Qt Vt/oir VTT • 

(8b) 

(3 b) 

(8c) 

(3 c) 

Eliminiert man At(t) aus (8a) und (8b), so erhält 
man 

Pb Vb + k PTr Fxr n 
1 ^ = n V 4 - n V A b { t ) = « A * ( / ) £>b y\ + £>Tr v Tr n (9) 

2b) Der Reduktionsjaktor 

In der ursprünglichen Theorie [15J des Trenn-
rohres mit zwei endseitigen Behältern wird das 

Trennrohrvolumen gegenüber den Endbehältern 
vernachlässigt. Bei der Isotopenanreicherung ist 
dies jedoch i.allg. nicht möglich, da die Rohrlänge 
durch den Trennfaktor und der Rohrquerschnitt 
durch den Anfangstransport bestimmt werden [7], 
In [7] haben wir den Einfluß des Trennrohres durch 
eine scheinbare Vergrößerung des Volumens der 
Sammelbehälter durch ein reduziertes Volumen des 
Trennrohres V'TT = KV^R berücksichtigt, wobei gilt: 

k:=(ÄTl-l)l(Abe-l) (10) 

mit 

ÄTT = ( j c(z)dz)lc0L (11) 

(z Koordinate parallel zur Trennrohrachse, L Rohr-
länge). 

In der vorhergehenden Arbeit [7] haben wir in 
erster Näherung einen Wert £ = 1 / 2 , entsprechend 
einem linearen Konzentrationsanstieg im Trennrohr 
verwendet, was eine scheinbar gute Übereinstim-
mung mit unseren Meßergebnissen ergab. 

In dieser Arbeit wollen wir den exakten Wert von 
k aus der Konzentrationsverteilung im Trennrohr 
im Endgleichgewicht berechnen, die sich aus For-
mel (3) in Lit. [7] für r{t) = 0 ergibt. 

c{z) = c t e e x p { T a * 2 / Z } (12) 

(K = Rückmischungskoeffizient). 

(12) in (11) eingesetzt ergibt: 
L F ̂  * t Cte r \r* Z [ A 

ATT=—T EXP^ -
CQL 0J K 

(13) 

Unter Beachtung des Trennfaktors im Endgleich-
gewicht qe für c 1 

* 
Cbe 

= qe = exp 
Ta 

Cte * * ( K 

ergibt die Integration von (13): 

c te qe — 1 j T r = — 
c0 In qe 

Mit Abe = Cbe/Co und (14) folgt: 

Abe qe — 1 

qe In qe 
^Tr = 

(14) 

(15) 

(16) 

Zur Berechnung von k nach (10, 16) benötigt man 
den Wert von qe und den nach (5) aus qe und n zu 
berechnenden Wert von Ab e . 
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Da jedoch n nach (3 a) bereits von k abhängt, be-
rechnen wir die Werte für Ärr, k, n (3a) und ylbe 
(5) iterativ, wobei wir mit dem Spezialfall eines un-
endlich großen Vorratsbehälters entsprechend 

be = <7e und n — oo 

beginnen. 
Mit den damit erhaltenen Werten von Ä i r (16) 

und k (10) erhalten wir die WTerte von n (3 a) und 
A be (5). Setzten Mir diesen Wert von A^e in (16) 
und (10) ein, so erhalten wir den nächsten Wert 
von k usw. 

Das Verfahren konvergiert so gut, daß sich der 
zweite Wert von k nur um weniger als 0 ,5% vom 
wahren Wert unterscheidet (Tabelle 1). 

Tabelle 1. Iterative Berechnung des mittleren Anreiche-
rungsfaktors im Trennrohr ATT, des Reduktionsfaktors k, 
des Mengenverhältnisses n und des Anreicherungsfaktors 
im Sammelbehälter im Endgleichgewicht A^e für den 
Trennfaktor qe = e4 = 54,6. 

A-TT (16) k (10) n (3a) A^e (5) 

54,6 
13,4 0,231 74,3 31,9 
7,83 0,221 75,7 32,1 
7,88 0,221 75,7 32,1 
7,88 0,221 75,7 32,1 

15 

10 

0 

Abb . 1 Logarithmus des Anreicherungsfaktors im Sammel-
behälter A ^ , Reduktionsfaktor k, Massen Verhältnis n, mitt-
lerer Anreicherungsfaktor im Trennrohr A^ T als Funktion 
des Logarithmus des Trennfaktors qe 

Wegen der Diskrepanz zwischen berechneten und 
gemessenen Werten von qe geht man in der Praxis 
folgendermaßen vor. Man berechnet die Werte von 
4̂be> ^Tr, n für verschiedene qe und trägt sie 

gegen In qe graphisch auf (Abbildung 1). Da ^4be 
nur asymptotisch für t > T erreicht wird, bestimmt 
man experimentell den tatsächlich erreichten Wert 
mit Hilfe der von uns in [7] angegebenen Linearisie-
rung von A (t) und entnimmt Abb. 1 die zugehörigen 
Werte. 

Der wesentliche Unterschied zu der von uns früher 
verwendeten Näherung k— 1/2 und n = konstant 
besteht darin, daß k und damit n von qe abhängen 
wie Abb. 1 zeigt. Damit ergeben sich folgende Mög-
lichkeiten, die beiden Fälle zu unterscheiden. 

1. In dem von uns untersuchten Druckbereich lie-
gen die Werte für k wesentlich unter k — 1/2 
(Abbildung 1). Dies kann durch die Messung des 
Anstiegs im linearen Bereich nach (4) überprüft 
werden. 

2. Die Werte für n liegen wesentlich höher als n für 
k — 1/2. Dies kann mit Formel (9) überprüft wer-
den. Gleichung (5) ist dazu nicht geeignet, da der 
tatsächliche erreichte Wert von qe nicht bekannt 
ist. 

3. Für einen von qe unabhängigen Wert von k folgt 
aus (4) mit ra* ~ Q2, daß die Steigung des linea-
ren Teils der Anreicherung m linear proportional 
zur Dichte o bzw. m/g = konstant ist. Da für 
ein gegebenes Trennrohr qe von der Dichte ab-
hängt [7], hat m/g nach (4) seinen maximalen 
Wert, wenn k seinen minimalen Wert annimmt. 
Dies ist erfüllt bei der in bezug auf den Trenn-
faktor qe optimalen Dichte*. 

3. Apparatur 

Eine genaue Beschreibung der von uns entwickel-
ten Anreicherungsanlage (Rohrlänge l i m , Innen-
durchmesser 45 mm, Wandabstand 5 mm, Vt = 2501, 
Fb = 2 1); der Meßtechnik und der Zählapparatur 
befindet sich in [6, 7]. Aus den Dimensionen der An-
lage, den durch das verwendete Gas ( C H 4 ) und den 
experimentell festgelegten Werten ergeben sich beim 
in bezug auf den Trennfaktor optimalen Druck von 

* Im Gegensatz zu [15], Gl. (70) beträgt der optimale 
Wert der Umlaufgröße u (ohne Berücksichtigung der Um-
rechnungsfaktoren y, yj und des parasitären Korrektur-
faktors P/c [6]) nicht u — ]/5, sondern u — |/10. 
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0,986 bar folgende Werte. Anfangstransport 
ra* = (5,14 ± 0,25) • 10-2 g/h für 13CH4 

und 

T a* = (9,97 ± 0,5) • IO-2 g/h für 14CH4, 

mittlere Umlaufgeschwindigkeit w = 2,36 cm/sec, 
Umlaufgröße u = 2,78, Trennstufenzahl s = 735, 
Trennlänge L* = 2,72 m für i3CH4 und L* = 1,39 
für 14CH4, Trennfaktor qe = 50,1 für i3CH4 und 
qe = 1975 für 14CH4. Da die Werte für qe experi-
mentell nicht annähernd erreicht werden [7], müs-
sen sie ebenso wie alle von qe abhängigen Größen 
mit Hilfe des experimentell ermittelten Wertes von 
A be aus Abb. 1 bestimmt werden. 

4. Messungen und A'ergleich mit der Theorie 

4a) Anfangstransport 

Zur Überprüfung des Anfangstransports wurde 
die mittlere Anreicherung von 14CH4 im Trennrohr 
ÄTr ohne Verwendung eines Sammelbehälters heran-
gezogen, da in diesem Fall die Steigung des linearen 
Teils der Anreicherung m nach (17) den Faktor k 
nicht enthält. Die Werte von ÄTt (Abb. 2) wurden 
nach (8c) aus der Anreicherung im Vorratsbehälter 
At bestimmt, da Ä̂ T nur nach Homogenisieren des 
Trennrohrinhalts direkt gemessen werden kann. 
Aus (4) folgt mit F b = 0 und k = 1 

m = T a * / e T r F T r . (17) 

Der gemessene Wert m = (1,98 ± 0,08) • 10~2 h"1 

liegt um einen Faktor 1,26 + 0,07 unter dem be-
rechneten m = (2,51 ± 0,12) • IO"2 h - 1 . Diese Dis-

Abb 2 Anreicherungsfaktor im Sammelbehälter Ab, im 
Sammelbehälter und Trennrohr A, im Trennrohr ohne Sam-
melbehälter ^Tr als Funktion der Zeit t 

krepanz läßt sich durch thermische und besonders 
geometrische Inhomogenitäten erklären, die sich bei 
dem I l m langen Trennrohr, außer durch einen sehr 
hohen Konstruktionsaufwand, kaum vermeiden las-
sen. So führen bereits die wegen der thermischen 
Ausdehnung des Innenrohres erforderlichen Tole-
ranzen im ungünstigsten Fall zu einer Abweichung 
des Trennabstandes von — 6 % und + 1 2 % [6, 7]. 

4b) Reduktionsfaktor k 

Zur Überprüfung des Wertes von k eignen sich 
die Gleichung (4, 9). Deshalb wurde erneut der An-
reicherungsfaktor von 14CH4 im Sammelbehälter /Ib 
und der mittlere Anreicherungsfaktor im Sammel-
behälter und Trennrohr Ä gemessen (Abbildung 2). 
Für die Steigung im linearen Teil der Anreicherung 
ergibt sich in Übereinstimmung mit früheren Mes-
sungen [7] ein Wert von m = (3,44 ± 0,08) • IO -2 h"1. 
Korrigiert man diesen Wert mit dem Faktor 1,26 
aus 4a, so ergibt sich ein Wert von m = (4,34 ± 0,26) 
• 10 -2 h_ 1 , der gut mit dem theoretischen Wert von 
m = (4,39 + 0,2) • 10 - 2 h _ 1 übereinstimmt. Bei der 
Berechnung nach (4) wurde, ausgehend von dem in 
[7] bestimmten Wert A^Q = 21 ± \ aus Abb. 1, ein 
k = 0,23 verwendet. 

Auch ohne Korrektur des Anfangstransportes 
nach 4 a läßt sich der Wert von k durch drei von 
einander unabhängigen Beziehungen überprüfen: 

Nach (4) gilt für das Verhältnis der Steigungen 
des linearen Teils der Anreicherung im Sammel-
behälter m\) und der mittleren Anreicherung im 
Trennrohr VITT-

Wlb Pxr J7Tr 
v = — - = — y _- . ( 1 8 ) 

W T̂r £b Vb + kgir V Tr 

Experimentell ergibt sich mit den in Abb. 2 dar-
gestellten Anreicherungsfaktoren ein v— 1,74, wäh-
rend aus (18) mit fc = 0,23 ein v = 1,75 folgt. Da-
gegen folgt aus (18) mit fc = 0,5 ein Wert von 
v = 1.2. 

Da für den Anfangstransport ra* ~ a (a Thermo-
diffusionsfaktor) gilt, so ergibt sich aus (4) für die 
Anreicherung von 14CH4 (mi4) und 13CH4 (mw) bei 
gleichen Meßbedingungen: 

m i 4 a i 4 Qb 1 b + ^13 {?Tr VTT 
r = = — . (19) 

mu a i3 £>b 1 b + «14 pTr V Tr 

Experimentell ergibt sich mit den in [7] gemessenen 
Werten für 13CH4 und den in Abb. 2 dargestellten 
Werten von 14CH4 ein Wert für r = 2 ;4. Mit ki3 = 
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0.32 (aus Abe = 8) und ku = 0,23 (aus Ahe = 27) be-
trägt r nach (19) r = 2,24. Dagegen folgt mit £14 = 
&13 = 0,5 aus (19) ein r = l , 9 4 . 

Eine weitere Möglichkeit zur Bestimmung von k 
ergibt sich aus der aus dem Massenerhaltungsgesetz 
abgeleiteten Beziehung (9) zwischen dem Anreiche-
rungsfaktor im Sammelbehälter Ab und dem mitt-
leren Anreicherungsfaktor im Sammelbehälter und 
Trennrohr Ä. Für die Zeit t — 365 h erhält man aus 
(9) ein k = 0,25 und für t = 465 h ein k = 0,26 die 
gut mit dem theoretischen Wert von k = 0,23 über-
einstimmen. 

5. Diskussion 

Felber und Pak [10] kommen auf anderem Weg 
zu den gleichen theoretischen Ergebnissen wie wir, 
die sie jedoch nicht experimentell überprüfen. Dazu 
sind das von uns angegebene Iterationsverfahren 
und die von uns in [7] beschriebene Methode zur 
indirekten Bestimmung von erforderlich. Die 
in dieser Arbeit und in [7] durchgeführten Messun-
gen liefern aus der Anreicherung von zwei verschie-
denen Isotopen (13CH4, 14CH4) und drei verschie-
denen Anreicherungsformen [A^, A, ATT, S. Abb. 2) 
vier unabhängige Beziehungen zur Überprüfung des 
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